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E.T.S. INGENIEROS INDUSTRIALES. U.N.E.D.
MASTER EN INGENIERIA INDUSTRIAL
COMPLEMENTOS MATEMATICOS PARA LA INGENIERIA INDUSTRIAL
Codigo: 28806127. Febrero. Modelo A

PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) Sean los puntos py = (0,1), p1 = (1,2), po = (—1,1) en una referencia
afin. Determine las coordenadas baricéntricas Ag, A1, Ay de un punto (z,y) respecto a esta
referencia.

Solucion: Los vectores pop; v pop2 son
pop1 = (1,1), pop2 = (—1,0).
Son una base de R?. Las coordenadas baricéntricas de un punto (z,y) son
(2, 9) = X0(0,1) + Ai(1,2) + Ao(—1, 1),
1=MX+ A+ Ao

Entonces

(%,y) = )‘0(07 1) + )\1(172> + (1 - )‘0 - )\1) (_17 1)
:()\0+2)\1—1,)\1+1).

Por eso:
$:)\0+2)\1—1, . )\1:3/—1,

Estas son las coordenadas baricéntricas.

2. (1 PUNTO) Defina envolvente de una familia de curvas planas.

Solucion: Una curva es envolvente de una familia de curvas cuando en cada punto es
tangente a alguna curva de la familia y ademds, no estd incluida en la familia de curvas
(0 en cada punto es tangente a alguna curva de la familia de tal forma que cada curva de
la familia es tangente a la envolvente)

3. (1 PUNTO) Sea C' la hélice dada, para las constantes a,b € R, por la ecuacién
x (t) = (acost,asent, bt) .

Se pide determinar el vector tangente unitario a esta curva en un punto genérico x () .
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Solucién: Tenemos que calcular
x' (t) = (—asent,acot s,b) .

Su modulo es

Ix" (t)]] = \/(—asen )’ + (acost)” + b2 = Va2 + b2

y entonces
1

t (t) = —— (—asent,acost,b).
0= Jere ! )
. (1 PUNTO) Determine la torsién de la siguiente curva x : R — R?, x (t) = (¢, 2t2,1?).
Solucion: Como no estd parametrizada por el arco, utilizamos
d t / t " t n t
)= =3¢ (x'(t),x ()’X2< )
%" () x x" (t)]]

Tenemos
x' (t) = (1,4t,2t), x"(t)=1(0,4,2), 2" (t) = (0,0,0).
Por eso, y el vector normal principal es
det (x' (t),x" (t),x" (t)) =0

y la curva a a ser plana.

EJERCICIOS

. (3 PUNTOS) Calctilese la curva de Bézier cuyo poligono de control es (—1,2), (0,1),
(1,1), (1,-1), (2,5).

Solucién: El poligono es
by = (_172)7 b; = (07 1)7 by, = (L 1)7 bz = (17 _1)7 b, = (275)

Entonces la curva de Bézier cumple
4
=) bB (1)
i=0
para los polinomios de Bernstein

zwuy:(?)#u—w”ﬂzﬁ@y:(?)#a—w“

Entonces la curva de Bézier es

x (t) = (=1,2) By (t) + (0, 1) By (t) + (1,1) By (1) + (1, 1) By (t) + (2,5) B; (1)

(t)
:(_1,2)<§)t0(1—t)4 ( >t11—t 11)(§)t2(1—t)2

@_n(§>ﬁa_w (2®<4)#0—®

(=1,2) (1 — )" + (0, 1)4¢* (1 — t)® + (1, )62 (1 — t)* + (1, —1)4t* 1 — )" + (2,5)¢*
= (=1 +4t — 48> + 3¢, 2 — 4t + 6t° — 12¢° + 13¢") .

_l_

2



La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es

6. (3 PUNTOS) Sea S la parte del cono x? + y? = 2% parametrizada por
x (u,v) = (ucos v, usen v, u)
parau > 0,0 <v <. Sea P=x (1, %) Se pide:

(a) Determinar los coeficientes de la primera forma fundamental Ip de S en P.
(b) Determinar el vector normal a la superficie en un punto x (u,v).

(c) Determinar la ecuacién del plano tangente en x (1, g)
Solucién:
(a) En un punto x (u,v) se tiene
x, = (cosv,senwv, 1), x, = (—usen v, ucosv,0).

Particularizando en x (1, %) :

X (1%) —(0,1,1), x, (1%) — (~1,0,0).

Entonces
E=x,-x,=(0,1,1)-(0,1,1) = 2,

F=x,-%x,=(0,1,1)- (-1,0,0) = 0,
G=x, % =(~1,0,0)- (~1,0,0) = 1.



Ya tenemos los coeficientes que nos permiten determinar la primera forma funda-
mental. Si w = (h, k) es un vector del plano tangente a S en P, expresado en la base
{r,,r,}, entonces

Ip (W) = Eh? + 2Fhk + Gk* = 2h* +2-0 - hk + k* = 2h* + k%
(b) El vector normal es

N (1, v)= x, (u,v) X %, (u,v)
[ (1,0) % 5, (0, 0]

(coswv,senwv, 1) x (—usen v, ucosv,0)

|(cosv,senwv, 1) x (—usen v, ucoswv,0)||

(
( 2 2
(

ucos v, —usen v, (cos® v) u + (sen ?v) u)
wcos v, —usen v, (cos? v) u + (sen2v) u)||

=
1
V2u

(c) El plano tangente a la superficie por x (1, g) contiene a los vectores x,,x,. Por
tanto, es perpendicular a N (1, %) Ademas, contiene a P = (0,1,1) = x (1, %)
Como

(—ucosv, —usen v, u) .

su ecuacion es

0= <(:1:,y,z) _x (1%)) N (1%) = ((z,y,2) — (0,1,1)) - (0, ~1, 1)

=z—y.



ETS de

Ingenieros
Industriales

E.T.S. INGENIEROS INDUSTRIALES. U.N.E.D.
MASTER EN INGENIERIA INDUSTRIAL
COMPLEMENTOS MATEMATICOS PARA LA INGENIERIA INDUSTRIAL
Codigo: 28806127. Modelo B

PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) ;Cuél es la clausura convexa de un conjunto de puntos {po, p1, p2,p3}?

Solucién: Dado un conjunto de puntos{pg, p1, p2,p3}, su clausura convexa es el conjunto
de combinaciones baricéntricas de esos puntos de modo que las coordenadas baricéntricas
(también llamadas pesos), ademés de sumar 1, son no negativas. Es decir, son los puntos
p tales que

3 3
P=> Api: Y Ni=1\€ER N >0paratodoi=0,...,3.

i=0 i=0
2. (1 PUNTO) Estudiese si las ecuaciones paramétricas
x(t)=1t* y(t) =cos’t+sent+ 3.

definen una curva regular.

Solucién: Si la definen, porque para que sea una curva regular debe cumplirse que
la funcién sea diferenciable (que lo es, porque sus componentes son continuas y tienen
derivadas continuas hasta cualqueir orden) y que no tenga puntos singulares.

Sera regular si
(@' (t),y' (£)) # (0,0).

Como
7' (t) =2t =0, }

y' (t) = —3cos®tsent + cost = 0,

de la primera ecuacién se deduce que t = 0, pero 3’ (0) = 1. Como no se anulan las dos a
la vez, la funcién es regular.

3. (1 PUNTO) Sea S la superficie dada por la parametrizacién

x (u,v) = (u2 — v u? + vg,u)

para (u,v) € (—2,2) x (—2,2). Determine el plano tangente a .S en x (0,1).



Solucién: Hacemos:
X, (u,v) = (2u,2u, 1), %, (u,v) = (=2v,2v,0).
Particularizamos en x (0,1) = (—1,1,0) :
x, (0,1) = (0,0,1),x,(0,1) = (=2,2,0) .
Entonces, la direccién normal estd dada por

1
Xy ANX, =10
—2

(—2,-2,0).

N O .
O = X
I

El plano tangente tiene por ecuacién

((ZE,y,Z)—X(O,]_))(—2,—2,0):01:}(1’%—1,y—172>(—2,—2,0)20
—r+l+y—-1=0<2+y=0.

. (1 PUNTO) Estudie si la parametrizacién

T =1u+v, Y =u-+ucosv, 2z =u? 4 v?

con (u,v) € R? es regular.

Solucidén: Si x (u,v) = (u + v,u + ucosv,u® + v?), entonces

r Diry (u,v) Dyrg (u,v) Dirs(u,v) 0 1 1+4cosv 2u
g Dory (u,v)  Dary (u,v) Dars (u,v) I\ 1 —usenv 2w )

Si u # v, entonces el rango es 2. Pero si u = v, entonces el rango es 2 si y sélo si:

1 1+cosu
= —cosu—usenu — 1 #0
1 —wusenu
<= 1 # —cosu — usenu.
Observamos que, por ejemplo, si u = —7 0 u = 7, entonces este determinante es 1. Por

eso, la parametrizacién no es regular en R2.

EJERCICIOS

. (3 PUNTOS)Dada la funcién F : R* — R?, tal que
F(z,y,2,t) = (y2 -t — 2wz, P P 2 — 1)
consideramos el punto P = (1,—1,1,1).

(a) Demostrar que F (z,y,2,t) = 0 define a z = g1 (x,y) y t = g2 (x,y) como funciones
diferenciables de x e y en un entorno del punto (1, —1).
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(b) Evaluar en el punto (1, —1) la diferencial de la funcién

9(z,y) = (91 (2,9), 92 (2, y))

2 2
(c) Calcular 2521 (1,-1)y 2522 (1,-1)

Solucion:

(a) Vemos que efectivamente se cumplen las condiciones del teorema de la funcién
implicita
e F(1,-1,1,1) = (0,0)
e [ es diferenciable con continuidad en R*

Dsfi(P) Dafi(P)| | -2 4|
Dyt (P) D4f2(P>H0 3|~ 070

Luego existe V entorno de (1,—1) y g : V — R? tales que

e ¢ es diferenciable con continuidad
e g(1,-1)=(1,1)
e F'(z,y,9(x,y)) = 0 para todo (z,y) € V

(b) Por el teorema de la funcién implicita
g (1,-1) = Digi (1,—1) Dagi (1,-1)
’ Diga(1,-1) Dagz (1,-1)

(PR BRI (P pa)

() (3 52)553 S) (757
(2 7)

Luego

Este apartado también se puede resolver por medio de la derivacién implicita, tal
como se hace en el siguiente apartado.

(c) Derivando respecto a x en las condiciones

v* + g5 (z,y) — 2zg1 (z,y) =0
v+ (zy)+a®—1=0



se obtiene
—2q (95, y) — 2D gy (5’5:?/) + 493 (377 y) D1 go (357 y) =0
395 (x,y) D1g2 (z,y) + 32% =0
Volviendo a derivar, resulta
—4D1g; (z,y) — 2zDygi (z,y) + 1245 (2,y) Digs (z,y) + 445 (2,y) Diigs (x,y) =0
692 (x,y) Diga (z,y) + 3¢5 (x,y) Di1gs (¢, y) + 62* = 0
Hacemos x = 1,y = —1, Dy¢g; (1,—1) = =3, D1g2 (1, —1) = —1 y obtenemos
24 —2Dy1gq (1, —1) 4+ 4D1192 (% y) =0
3D1192 (xay) +12=10
por lo que es

a291

D11g1 (1, —1) = W (1, —1) = 4
82
Digs (1,—1) = 87922 (1,-1) = -4

6. (3 PUNTOS) Las ecuaciones paramétricas, para r > 0,
x (t) = (rt — rsent,r — rcost).

corresponden a una cicloide, para t € R. Se pide:

(a) Determinar la longitud de arco de la cicloide para un ciclo completo (para t € [0, 27]).

(b) Parametrizar la cicloide por la longitud de arco , para t € [0, 27].
Solucion. La cicloide estd dada por las ecuaciones
x (t) = (rt —rsent,r — rcost).
(a) Sabemos que es una curva regular si t # 2kw para k € Z y que

x'(t) = (r —rcost,rsent) = (r (1 — cost) ,rsent),

Ix" ()| = \/7’2 (1 —cost)” +r2sen2t = /1 + cos?t — 2 cost + sen 2t

/ t
=7v2—2cost = r\/2(1 —cost) =r 4sen2§ — 9

t t t t
cost = cos? — —sen’— =1 —QSen2§ — 2sen’- = 1 — cost.

sen —
2

Y

porque

2 2
Su longitud de arco, para t € [0, 27] estd dada por

2 2
L(x)= r\/2—2costdt:/ 2r
0

0

t
:8 —_— —_—
r( 0052>

t g t
sen —‘ dt = 2/ 2rsen —dt
2 0 2

™

= 8r (—cosg - (—cosO)) =8r(0+1) =28
0



(b) Para parametrizar por la longitud de arco, hacemos

t t t t
s(t) :/ T\/Q—Zcostdt:r/ 2 sen§‘dt:4r (—COS§)
0 0

t t
=4r (—cosi — (—cosO)> =4r (1 —cos§> .

S
t= (1 - —>
arccos Ar

y la curva esta parametrizada por el arco si hacemos

t

0

Entonces

s S S
X (t) = (r arccos (1 — —) — rsen arccos (1 — —> ,T — T COS arccos (1 — —))
4r 4r 4r

s 1s\> s
— 1__> /1= =-14+=2) =2
T arccos ( . T\/ ( I r) "

1
= (r arccos (1 — i) — —V/8rs + s2, —f) .

4r 4r 4
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) Considere la transformacién afin en el plano f(z) = Az + b, donde

V2 V2

A
2

2
Pruebe que f es una isometria.

Solucién: Para que f sea una isometria, A debe ser una matriz ortogonal, es decir, AA! = I,
donde I es la matriz identidad. Comprobémoslo:

1/1 1 1 1 172 0
t_ _ - _
wes ()G A)a 62

2. (1 PUNTO) Defina polinomios de Bernstein.

Solucién: Son polinomios de grado n, cuya expresion es
BI' (1) = ( B )ti(l—t)”_i.

3. (1 PUNTO) Sea C' una curva (llamada de Viviani) dada por la ecuacién paramétrica

t
x(t) = (1 + cost,sent, 2sen (§)> :

Calcule el vector binormal en el punto x (0).

Solucidén: Se tiene que
(2,0,0) = x(0)

y por ello calculamos
t
x'(t) = (—sent,cost,cos (§>> : x'(0) = (0,1, 1);
1 t
x"(t) = (— cost, —sent, —gsen 5) , x"(0) = (=1,0,0).

Por tanto, la direccién del vector binormal es la del vector

U
X (0)xx"(0)=]0 1
0



o equivalentemente, el vector (0, —1,1). Como el vector binormal es unitario,

_ (07_171) _ _i L — _ﬁ @
b(0) = VO (12 +12 (0’ \/5\/5) B (0’ 27 2 )

. (1 PUNTO) Sea x (u,v), para (u,v) € R? una parametrizacién de una superficie. Defina punto
regular de la superficie y explique qué significa que una parametrizacién es regular.

Solucién: Se dice que el punto de la superficie x(ug,vg) es regular si la matriz cuyas las (o
columnas) son las derivadas parciales tiene rango 2 (es decir, si la matriz jacobiana tiene rango 2).
Esto es equivalente a decir que los vectores x,(ug, Ug) y X, (g, o) son linealmente independientes,
0 que

Xu(UO,Uo) X XU(U(), UQ) 7§ 0.
Una parametrizacion es regular si todos sus puntos son regulares.

EJERCICIOS
. (3 PUNTOS) Sea C'la la curva dada por

x(t)= (> =t —t,* —1).
para t € [—2,2].

(a) Estudie si es una curva regular y si (0,0,0) es un punto multiple.

(b) Determine la funcién curvatura. Escriba qué condicién deben cumplir los puntos de esta
curva para que sean puntos de inflexion. No es necesario hacer todos los céalculos, pero si
indicar todas las operaciones y todos los pasos.

(c) Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal que pasan por x (0).

Nota: Cada apartado vale 1 punto.

Solucion:

(a) La curva es regular si no tiene puntos singulares, es decir, puntos donde el vector derivada
sea (0,0,0). Como el vector derivada es

x' (t) = (5t* — 1,3t* — 1,2t),

este vector se anula y y sélo si

5t' —1 =0,
3t2 —1=0,
2t = 0.

Esto no ocurre simultaneamente para ningun valor de ¢, por tanto, es una curva regular.

Para que sea (0,0, 0) sea punto multiple debe ser
N—A=0N=-A=0,)\2-1=0
para dos valores distintos de A. Buscamos si existen estos valores:

N-A=0 <= IX-1) = A=41,1=0,
M-A=0 <= IXN-1) = A==41,A=0,
M-1=0 <= OM-1)A+1)=0+= A==l1.

=0,
=0,

en [—2,2]. Por eso, es un punto multiple de multiplicidad 3.



(b) Sabemos que para curvas no parametrizadas por la longitud de arco, se tiene:

_ K@) xx" @)
I’ ()]1*

k(1)

Para esta curva, tenemos:
x'(t) = (5t* — 1,3t = 1,2t)
x" (t) = (20t°,6t,2) ,

I O = /(584 — 1)% + (382 — 1) + (21)?
= V2518 — 4 — 212 4 2,

i j k
X (t)xx"(t)=|5t"—1 32 —1 2t
206 6t 2

= (5" —1,3t> — 1,2t) x (20¢*,6t,2)
= (—6t* — 2,30t" +2,20£> — 6t — 30t°) .

Su médulo es

m = \/(—6152 —2)® 4 (30t4 + 2)® + (2013 — 6t — 30t5)°.

Por tanto, la funcién curvatura es

\/(—6t2 —2)? + (304 4 2)® + (2013 — 6t — 3015)
3
2

k(t) =

VBt =17+ (32— 1)° + (20)

/6012 — 84t 4 760t° — 300t + 900¢10 4 8
\/(5154 — 1)+ (32— 1)* + (2t)23

_4V1512 — 211 + 18016 — 75¢° + 225410 4 2

\/(5154 — 12+ (32 - 1) + (2t)23

Los puntos de inflexién son aquellos donde la curvatura k (¢) vale 0. Esto ocurre al menos
en los puntos
15t% — 21t + 190t° — 75¢° + 225t + 2 = 0.

(c¢) La recta tangente que pasa por x (0) = (0,0, —1) tiene por vector director a
x'(0) = (-1,-1,0).
por tanto, su ecuacién paramétrica es
a(\) = (0,0,—1) + A(=1,-1,0) = (=X, -\, —1), AeR.

La recta normal en x (0) pasa por (0,0,—1) y un vector director suyo esLa recta tangente
que pasa por x (0) = (0,0, —1) tiene por vector director a

x'(0) = (-1,-1,0).
por tanto, su ecuacién paramétrica es

a(N) =(0,0,—1) + A(=1,—1,0) = (=X, =\, —1), A€R.



La recta normal en x (0) pasa por (0,0, —1) y un vector director suyo es

(x' (0) x x” (0)) x ¥’ (0) = ((—=1,—1,0) x (0,0,2)) x (=1,—1,0)
= (=2,2,0) x (=1,—1,0) = (0,0,4) .

Como este vector tiene la misma direccién que (0, 0, 1), podemos escribir su ecuacién paramétrica
como

B(A) = (0,0,—1) + A(0,0,1) = (0,0, -1+ A), A€R.

Una representacion gréafica de esta curva es la siguiente:

Se ha representado utilizando las sentencias de Maxima:
load(draw)$
wxdraw3d(parametric(t”5-t,t"3-t, t°2-1,t,-2,2),view=[71,314]);

6. (3 PUNTOS) Sea S la superficie dada por
z=a"+y

(a) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental.

(b) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental. Clasifique los puntos de la
superficie.

(¢) Determine la curvatura de Gauss y la curvatura media de la superficie en el punto (1,0,1).

Nota: Cada apartado vale 1 punto.

Solucion:

(a) La superficie estd dada por la ecuacién x (u,v) = (u,v,u* + v?). Entonces:

Xy (u,v) = (1,0,2u), %, (u,v) =(0,1,20),

1 J k
Xy XX, =|1 0 2u |=—-2ui-2vj+k
0 1 2v

Entonces los coeficientes de la primera forma fundamental son:
E=x,-x,=(1,0,2u) - (1,0,2u) = 1 + 4u?,
F=x, -x,=(1,0,2u) - (0,1, 2v) = 4uv,
G=x, %x,=(0,1,20) - (0,1,20) = 1 + 40°.



(b) Tenemos:

Xy (U, v) X X, (u,v) = (—2u, —2v, 1),
u U 1
N (u,v) = Xu XX (—2u, —2v,1),
1w X Xl VAuZ + 402+ 1
Xuu (u,v) = (0,0,2), Xy (u,v) = (0,0,0),
Xy (u,v) = (0,0, 2)

Los coeficientes de la segunda forma fundamental son:

1 2
e=N-x,,= (—2u, —2v,1) - (0,0,2) = ,
4u? + 402 + 1 VAau? + 40?2 + 1
1
f=N-xu, = (—2u, —2v,1) - (0,0, 0) =0,
du? + 402 + 1
1 2
g=N-x,, = (—2u, —2v,1) - (0,0,2) = :
qu? +4v2 + 1 VAau? + 402 + 1

Podemos clasificar los puntos calculamos

2 2
2
eq — = >0
9-1 < @ﬁ+mﬂ+1)

para todo (u.v). Luego todos los puntos son elipticos.

(¢) Tenemos que (1,0,1) = x(1,0). En este punto, tenemos:

E=1+4(1)=5,

F=4.1-0=0,
G=1+4-0°=1,
2 2
€= = =
Vi +4e 41 VO
f=0,
2

g:
VA £ 40241

La curvatura de Gauss es

La curvatura media es

 Eg-2Ff+Ge 5E+1E-0 ¢
- 2(BEG—-F?)  2(5-1-0) 25
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) Sea f (z,y) = (e*y* y cosz®). Determinar su matriz jacobiana.

e’ 4 4e” 3
f/@,y):( Y 3 y3>~

—3yz?sena’ cosw

Solucion:

2. (1 PUNTO) Estudie si la curva x : [—1,1] — R? definida por x () = (cost, e’ —t,1?) es regular.

Solucion: Una curva es regular si sus componentes son diferenciables y ademas no se anulan
a la vez (es decir, si no tiene puntos singulares, o puntos donde x’' () = 0). En esta curva, las
componentes son diferenciables, porque cost, e!, los polinomios y sus sumas lo son. Se cumple,
entonces, la primera condicién. Vamos a ver si hay algin ¢ para el que x’ (¢) = 0:

x' (t) = (—sent, e’ — 1,4t*) = (0,0,0)
sent =0=t = km,
< e —-1=0=1=0,
42 =0=1=0.

Observamos que
x'(0) = (0,0,0)

por lo que la curva no es regular, al ser ¢ = 0 un punto singular.

3. (1 PUNTO) Demuestre que la curvatura de una recta es 0.

Solucién: Siempre podemos parametrizar la curva por la longitud de arco y determinar su
curvatura, sin perder generalidad. Sabemos que una recta parametrizada por el arco estda dada
por la ecuacién

x(s) = p+ s,

donde p es un punto por el que pasa la recta y v es un vector unitario que es el vector director
de la recta. Ademads, sabemos que
X' (s) =v, [x'(s)] = Ilvll =1
Por eso,
k(s)=x"(s) =0, k(s)=0.
Intuitivamente confirmamos este resultado, porque una recta no es una curva.

No es valido el razonamiento de que en una recta la aceleracion es el vector nulo, porque esto
sOlo es asi si estd parametrizada por la longitud de arco. De hecho, el ejercicio 18 de ”Notas
de Geometria diferencial” pide que se encuentre una parametrizacion de una recta recorreida a
velocidad no constante. Como ejemplo sirve: (1 — cost, —1 4 3cost).



4. (1 PUNTO) Determinense el vector tangente y la recta tangente, en x (0) a la curva de ecuaciones

paramétricas
x (t) = (> cost, tsent, 3t).

Solucién: Tenemos:
x' (t) = (2t cost — t’sent,sent — tcost,3), x' (0) = (0,0,3).

Luego el vector tangente unitario es (0,0,1). Ademds, x(0) = (0,0,0). Por tanto, la recta
tangente es

(x,y,2) = (0,0,0) + A (0,0,3).
EJERCICIOS
5. (3 PUNTOS) Sea la curva dada por
x(t) = +1* —t— 1,2 = 1).

(a) Escribase como una curva de Bézier considerando ¢ € [0, 1].

(b) Estudie si es una curva regular para t € R. Estudie si tiene puntos miltiples para t € R y
determinelos, en caso de que los tenga.

Nota: Cada apartado puntia 1.5 puntos.

Solucion:

(a) Como el grado méximo de los polinomios que dan las componentes es 3, entonces se puede
escribir como una curva de Bézier a partir de los polinomios de Bernstein de grado 3.

x(t) = ZbiBf (t)

=byB; (t) + b, B} (t) + by Bj (t) + by Bj (1)
:b0<g)to(l—t)3+b1(il)))tl(l—t)2+b2<3)t2(1—t)1+b3(§>t3(1—t)0

= by (1 — 1) +by3t" (1 —t)> + by3t? (1 — 1) + byt®.
Si llamamos b; = (z;,y;), entonces
X (t) = (20, 50) (1 = 1)* + (w1, 51) 3t" (1 = 1) + (w2,2) 38> (1 — )" + (w3, 3) t*

o o — 31’0t + 3[E0t2 - .Z'()tg + 3tl’1 - 6t21'1 + 3t3{L‘1 + 3t2$2 - StSZEQ + t3ZL‘3, !
- Yo — 3yot + 3yot? — yot® + 3ty — 6t2y; + 33y, + 3t2ys — 3t3ys + t3ys

_ w0+ (=30 + 3x1) t + (329 — 61 + 372) 12 + (—xo + 321 — 329 + T3) 3, !
Yo + (—3yo + 3y1) t + (Byo — 61 + 3y2) t* + (—yo + 3y1 — 3y + y3) t*
= (B 4t*—t— 1,62 —1).

Igualando la segunda componente, obtenemos:
Yo + (=3yo + 3y1) t + (3yo — 6y1 + 3y2) t* + (—yo + 3y1 — 3y2 + ys) t° = 1 — 1,
lo que implica

Yo = —1,
=3Yo+3y =0=3y1 =3 (1) = -3 =y = —1,

2
3y0—6y1—|—3y2:1:>3y2:1—3y0+6y1:1—3(—1)+6(—1)=—2Z>y2:—§,

2
—yo+3yl—3Z/2+y3:0:>y3:yo—3y1+33/2:—1—3(_1)+3(_§) = 0.



De la misma forma, con la primera componente, tenemos:
To + (=3wg + 3x1) t + (320 — 621 + 332) 12 + (—x0 + 321 — 3wy +a3) P =17+ 12 —t — 1.
Se deduce:

o — —1,

4
—3g 30 = —1 =31 = —1-3=—-d—un = —,

4 4
3rg—6x1+315=1=329=1—3290+ 627 =1—-3(—1)+6- (—§> :—4:>x2:—§,

4 4
—ZEO+3$1—3I2+JZ3:1:>ZE3:1+CL’0—3ZL’1—|—3ZE2:1—1—3(—§>+3(—§) = 0.

Entonces, se puede escribir:

x(t) = +12 —t —1,1> = 1) = by B3 (t) + by B? () + by B3 (t) + bs B3 (t)

(—1,-1) By (t) + (—%, —1) B} (t) + (—g, —%) B3 () + (0,0) B3 (t).

Podiamos haber calculado los puntos de control como:

, 1 42
X(l)zg(bd—bg):}bgzbg—gx (1):(—— ——)

La gréafica es:
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(b) La curva
xX(t) = +12—t— 1,12 —1).

es regular si sus componentes son diferenciables y ademaés no tiene puntos singulares, o puntos
donde x’ (t) = 0). Las componentes son diferenciables, porque los polinomios y sus sumas lo
son. Se cumple, entonces, la primera condicién.



Comprobemos que su derivada no es (0,0) nunca. Como esto significa

xX'(t) = (3t* + 2t — 1,2t) = (0,0)
3 4+2A—-1=0<=t=73,—1,
2t =0<«=1t=0.

Como los valores de ¢t que dan son distintos, entonces no puede ser x'(t) = (0,0) para t € R
y, por eso, la curva es regular.

Estudiamos si tiene puntos multiples buscando ¢; y ¢y tales que

X(h) =x(l) <= B+ -, - 1,8 -1) =3 +12 —t, — 1,13 - 1)
B3+ 12—t =3+ 12 — 1y,
2 =13 <t = *to.

Sustituimos ¢; = —t9, obtenida en la segunda condicién (la condicién ¢t; = ts no resulta
interesante para determinar puntos multiples), en la primera para ver en qué valores se
cumple de tq, t5:

541 —tr = (1) + (—0)* — (—=t)) = =t + ] + 11
— -t =0=t, =00t ==+1.

Por tanto, tenemos:

x(1) =x(-1) = (0,0).

La gréafica de la funcion es:

3 T

t2-1

2 1 1 i I I
-4 -2 0 2 4

34241

Esta gréfica se ha hecho con la sentencia: wxplot2d([[’parametric, t~3+t"2-t-1, t~2-1,
[t, -2, 2], [nticks, 300]1], [x,-5,5],[y,-2,3])$.

6. (3 PUNTOS) Sea S la superficie dada por
x (u,v) = (u cos v,senv,u3) )

(a) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental de la superficie en el punto
x (1,0).

(b) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental de la superficie en el punto
x (1,0).



(c) Sea C'la curva en la superficie S determinada si consideramos (u (t),v (t)) = (£* + 1, wt) para
t € [—1,1]. Determine el vector tangente a esta curva a partir de x,, y X,. No se considerara
respuesta valida la que lo determina sin considerar estos vectores.

Nota: Cada apartado puntia 1 punto.

Solucion:

(a) Partimos de

x (u,v) = (ucos v,senv,u3) ,
Xy (u,v) = (cos v, 0,3u2) ,

X, (u,v) = (—usenw, cos v, 0) .

F=x,-x,= (cos v, 0, 3u2) . (cos v, 0, 3u2) = 9u* 4 cos® v,
F=x,-%x,= (cos U,O,3u2) - (—usen v, cosv,0) = —u cosvsen v,

G =x, %, = (—usenwv,cosv,0) - (—usenv, cosv,0) = cos> v + u’sen *v.

Ademés:
x(1,0) = (1,0,1),
x, (1,0) = (1,0, 3),
x, (1,0) = (0,1,0).

Entonces

E=x,-%,=(1,0,3)-(1,0,3) =1+9 =10,
F =xu-x,=(1,0,3)-(0,1,0) = 0,
G=x,-%,=(01,0)-(0,1,0)=1% = 1.

(b) Tenemos que calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental en x (1,0) = (0,0, 0).

Sabemos que
x, (1,0) = (1,0,3), x,(1,0)=1(0,1,0).

Entonces
x, (1,0) x %, (1,0) = (1,0,3) x (0,1,0) = (-3,0,1),
1
N=—(-3,0,1).
NiTS ( )
Ademas,

Xy (U, 0) = (0,0,6u), Xyup (u,v) = (—senv,0,0), Xy, (u,v) = (—ucosv, —senv,0),
Xuu (1,0) = (0,0,6),  Xup (1,0) = (0,0,0), Xy (1,0) = (—1,0,0).

Por eso:

3
(0,0,6) - (—3,0,1) = gx/ﬁ,

(0,0,0)-(—3,0,1) =0,

€ =Xy, N =
f:Xuv'N:

(=1,0,0) - (—=3,0,1) = %\/1_0.

g =Xy * =

(aw] ] [a)



(¢) Consideramos la curva dada por
(u(t),v(t) = (¢ +1,nt)
para t € [—1, 1] contenida en la superficie. Entonces
x(u(t),v(t) =x(u,v) = <u (t)cosv (t),senv (1), (£* + 1)3>
= <(t2 +1) cos (wt) ,sen (mt), (£* + 1)3>

esta contenida en la superficie. Se representa en la siguiente figura:

SN W RO~
1
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1
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Determinamos el vector tangente a la curva en ¢t = 0. Como

u' (t) =2t, V' (t) =m,
X, (u,v) = (coswv,0,3u?) ,
X'U u? (

(u, )

—usen v, cosv,0),

entonces

X' (t) = o' (t)xu(u(t), v(t)) + v ()%, (u(t), v(t)
=2t (cos 7t, 0,3 (t2 + 1)2) + (— (tQ + 1) sen 7t, cos Tt, 0)

x'(0) =2-0(cos0,0,3-1%) + 7 (—1sen0, cos 0, 0)
= (0,m,0).
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) Estudie si el punto (0,0) es un punto doble de la curva general dada por las ecuaciones

1 (t)_t3—t
T1re VYT TR

x (t)

Solucion: Si lo es, porque

r(t)=0 <= 1-1*=0 <= t==I,
y(t)=0 <= t'—-t=0 << t(t*-1)=0 <= t=00t==l
Entonces, este punto es imagen det =1y de t = —1.

2. (1 PUNTO) Escriba las ecuaciones de Frenet para curvas planas.

Solucién:
dt
= k(s)ns),
d
= —k(s)t(s),
3. (1 PUNTO) Estudie si la parametrizacién
T =u, Yy=u-—"u, 2z =u?+v?

con (u,v) € R? es regular.
Solucién: Si lo es, porque si x (u,v) = (u,u — v, u? + v?), entonces

. Dyry (u,v) Dirg(u,v) Dirs(u,v) . 11 2u _ o
g Dory (u,v)  Darg (u,v) Dars (u,v) I\ o0 -1 2

para todo (u,v) € R%

4. (1 PUNTO) Sea S la superficie parametrizada por

2

x (u,v) = (u®, €’ + cosu,u+v)

para u,v € R. Determinar el vector normal a la superficie en un punto x (u, v).
Solucién:

En un punto x (u,v) se tiene
x, = (2u, —senu, 1), x, = (0,e”,1).



El vector normal (unitario) es

x, (u,v) X x, (u, v

N (u,v)=

(2u, —senu, 1 0,e",1)

u, v)

[1u (u, v) X %, (u, )
) < (
)

H 2u, —senwu, 1) x (0,ev, 1)]]

(
(—senu — €', —2u, 2ue”)
(=

- ~|[(=senu — ev, —2u, 2ue?)||
1
= (—senu — €', —2u, 2ue”) .
\/(senu + ev)? + 4u? 4 du2ev

EJERCICIOS
5. (3 PUNTOS) Sea f la funcién f : R?* — R? definida como
f(z,y) = (e" cosy, e“seny).

Razone:

(a) si esta funcién es localmente invertible en cada punto de R?,

(b) si tiene inversa global.

Solucién: Es localmente invertible en cada punto de R2?, pero no tiene inversa global porque no es
inyectiva.

(a) Es de clase infinito en R? por ser indefinidamente derivable. Ademés el determinante de la matriz
jacobiana en un punto (z,y) es

e* cos —e’sen
det f' (z,y) = exsenggj o cosyy T cos?y + e*sen 2y =

y esto es mayor que 0. para todo (z,y) € R%. Podemos asegurar que f tiene inversa local en un
entorno de cada punto en donde este determinante es distinto de 0. Como no se anula en ningin
punto, sabemos que f es localmente invertible en cada punto de R2.

(b) Pero la funcién no tiene inversa global porque no es inyectiva. La razon estd en que aparecen las
razones trigonométricas y entonces:

f(r,y)=f(v,y+2m).

Nota: La puntuacion de cada uno de los apartados es 1.5 puntos.

6. (3 PUNTOS) Sea C' la curva definida por las ecuaciones
x (t) = (£*,4¢,¢%) .

(a) Determine el radio de curvatura en x (0) = (0,0,0).
(b) Determine la recta tangente en x (0) = (0,0,0).

(¢) Determine el plano osculador en x (0) = (0,0,0).

Nota: La puntuacién de cada uno de los apartados es 1 punto.



(a) El radio de curvatura R es el inverso de la curvatura k. Sabemos que

_ K@) xx" @)
I ()]]*

k()

Para esta curva, tenemos:
x' (1) = (2t,4,3t%), x"(t)=(2,0,6t),
x' (0) = (0’470)7 x" (t) = (2’070)7 ”X, (O)H =4,

1 J k
X (0)xx"(0)=|0 4 0 |=-8k [x(0)xx"(0)]=S8.
2 00
Entonces 3
y el radio de curvatura es
1
R(0)=——=28

Un vector tangente en ¢ = 0 es el vector
x'(0) = (0,4,0).
Por tanto, la ecuaciéon de la recta tangente es
(z,9,2) () = x(0) + tx' (0)
=(0,0,0) + (0,4¢,0).
El vector normal tiene la misma direccion y sentido que
(x' (t) x x" (1)) x X' (1) .
En este caso, es

(X (0) x x" (0)) x x' (0) = ((0,4,0) x (2,0,0)) x (0,4,0) = (0,0, —8) x (0,4,0)

1 gk
=10 0 8 |=1(32,0,0).
040
Por eso, el vector normal es el vector
n(0) =(1,0,0).

El vector binormal es
b(0) = (0,1,0) x (1,0,0) = (0,0, —1).
Por eso, el osculador es
((xaya Z) - X(O)) : b(O) =0< (([L’, Y, Z) - (07 07 O)) : (07 07 _1) =0
< 2 =0.

Este apartado también se puede resolver teniendo en cuenta que un punto (z,y, z) del plano osculador
va a verificar:

0 = det (x' (0),x" (0), (z,y,2) — x(0))

0 40
=12 0 0|=-8z
x Yy z
Por eso, la ecuacion del plano osculador en (0,0, 0) es:

z=0.



ETS de
Ingenieros

Industriales

E.T.S. INGENIEROS INDUSTRIALES. U.N.E.D.
MASTER EN INGENIERIA INDUSTRIAL
COMPLEMENTOS MATEMATICOS PARA LA INGENIERIA INDUSTRIAL
Cdédigo: 28806127. Febrero 2017. Modelo A

PREGUNTAS CORTAS

1.

(1 punto) Sean los puntos pg = (0,1), p1 = (1,—1), p2 = (2,1). ;/Son una referencia afin? En caso
de que lo sean, determine las coordenadas baricéntricas Ao, A1, A2 del punto (—1,3) respecto a esta
referencia.

Solucion: Son referencia afin si los siguientes vectores son linealmente independientes:
Vi =DP1—Po = (17_1) - (07 1) = (]-7 _2)7
Vo = P2 —Po = (271) - <071> = (27())

El determinante de la matriz que forman es

1 -2
e

y, por tanto, son base de R?. Luego son una referencia afin. Las coordenadas baricéntricas de (—2,3)
son

(:E,y) = )\O(Oa 1) + /\1(17 _1) + >\2(27 1)7
con 1 = A\g + A\ + A2. Entonces
(_]—7 3) = )‘0(07 1) + )‘1(]—7 _]-) + (1 - >‘0 - )\1) (27 1)
= (=2 — A1 +2,-2)\; + 1).
Por eso:
3:—2)\1—|—1 — )\1:—1,

—1=-2XM M +2=-2X+14+2=-2)+3 = )\0:2,
)\2:1—)\0—)\1:1—2—(—1)20.

(1 punto) Sea v = (1, —1,—1) x (2, —1,0), es decir, es el producto vectorial de (1,—1,—1) y (2, —1,0).
Determine v. ;Es perpendicular al vector u = (2,—1,0)?

Solucion: Para determinar el producto vectorial, hacemos

€1 € €3
(L—1,—1)x (2,-1,0)=|1 —1 —1|=—e —2e+e;=(—1,-21).
2 -1 0

Es perpendicular a (2, —1,0) si y sélo si su producto escalar es 0. Como:
(-1,-2,1)-(2,-1,0) =—=1-2+(-2)(—-1) =0,

son perpendiculares.



3. (1 punto) Determinese el vector tangente y la recta tangente, en t = 0, a la curva de ecuaciones
paramétricas
2
x(t) =t%", y(t) =sent, z(t) =e".

Solucién: Tenemos:
X (t) = <2tet - tht,cost,2t6t2> , X' (0) = (0,1,0).
Ademis, x (0) = (0,0,0). Por tanto, la recta tangente es

(x,y,2) = (0,0,1) + X (0,1,0) .

4. (1 punto) Escriba la ecuacién de una curva x : [0,1] — R3 que sea regular, y con x (0) = (1,0,2) y
cuya velocidad no sea un vector constante. Compruebe que es asi.

Nota: Muchas curvas polinémicas, con al menos una componente de grado 2, lo cumplen.

Solucién: Vamos a elegir una curva polinémica con la primera componente de grado 2 para que el
vector velocidad no sea constante. Podiamos haber elegido cualquier grado mayor que 2 en una de las
componentes. Pero si el grado de todas las componentes fuera 1, el vector tangente seria constante.

Como x (0) = (1,0, 2), podemos buscar curvas de la forma:
X (t) = (a1t2 + blt + 1, bgt, bgt + 2) .

Ademas, debe ser
X, (t) = (2@11& + bl, bg, bg) 7& (O, 07 0) en [O, 1]

Elegimos, por ejemplo, o by 0 b3 distintas de 0, y asi la curva ya va a ser regular. Y a; # 0 para que
el vector velocidad no sea constante.

Por ejemplo,
bQ = 1,[)3 = —1,611 = 1,b1 =0.

da la siguiente curva, que cumple estas condiciones:
x(t) = (+1,t,—t+2).
Otros ejemplos sencillos son curvas donde aparecen funcines trigonome “tricas o exponenciales.

EJERCICIOS

5. (3 puntos) Sea C' la curva definida por las ecuaciones
x(t)={+2t -1, +1).

a) Estudie si es una curva regular y si tiene puntos multiples.

b) Determine la funcién curvatura y el radio de curvatura en x (t) .

¢) Determine el centro de curvatura en x (0). Escriba la ecuacién de la circunferencia osculadora
en x (0)

Solucion: Cada apartado puntia 1 punto.



a) La curva
x(t) = (*+2t — 1, + 1)

es regular si sus componentes son diferenciables y la funcién derivada no es (0, 0) nunca. Como
esto significa
x'(t) = (3t* 4+ 2,2t) = (0,0)
— 3t?4+2=0,2t =0.

Pero la primera condicién es imposible, porque t? > 0 siempre. Entonces, la curva es regular.
Estudiamos si tiene puntos miltiples buscando t; y t5 tales que

x(t) =x(ty) = B +22 — 1,3 +1) = (£ + 262 — 1,12+ 1)
B 4202 —1=1642t5 — 1 <t} + 23 = 3 + 2t3,
2 =12 < t; = +ty.

Sustituimos ¢; = —tg, obtenido en la segunda condicién (la condicién t; = t5 no resulta intere-
sante para determinar puntos multiples), en la primera ecuacién. Tenemos:

B3 4+2t2 = (=) +2(—t1)* — = =t} + 22
— 13—t =0=t, =001t = =*1.

Resulta:
x(1) =x(—-1) =(0,0).

La grafica de la funcién es

4 T T T T T

t2+1

Esta grafica se ha hecho con la sentencia: wxplot2d ([[’parametric, t~3+2*t-1, t7°2+1, [t,
-2, 2], [nticks, 300]1], [x,-5,5],[y,-1,41)$.

b) Un vector tangente a la curva en x (t) es
X' (t) = (3t* + 2, 2t).

Adem3s:

I’ ()] = \/(3t2 +2)% + (2t)> = VOt + 1612 + 4,
x" (t) = (6t,2).



Ahora podemos calcular la curvatura:

dx [ d*x 1
k(t) =det | —,
) (dt (dt?)) [/l

_ ‘ 32 +2 2t ‘ 1
6t 2 Vo 16 +4°
- 4 — 6t
VO 1662 +4°

El radio de curvatura es

" 1 VO F 162+ 4°
r(t) = = .
|k (t)] 4 — 612

< (1) | 2
t () = - 312 +2,21),
=@~ rrer e )

el vector normal es

1
n(t) = —2t,3t> +2).
Q \/9t4+16t2+4( )
Particularizamos en x (0) = (—1,1) :
1
t(0) = 3-02+2,2-0) = (1,0),
0 \/9-O4+16-02+4( ) =19)
1
n(0) = —2.0,3-0*+2) =(0,1),
© \/9-04+16.02+4( ) =01
4—6-0° 1
]{3(0): 3257
V9-0*+16-0t2 +4
r(0) = 2.
El vector curvatura es 1
k(0) = £ (0)m (0) = 5 (0,1)
El centro de curvatura es el punto
¢(0) = x(0) + ——n (0)
k (0)
1
=(—1.1 —_— 1) = (-1 .
(L) + 175 (0.1) = (-1.3)

Entonces, la circunferencia osculadora tiene por ecuacién
(r+1)° +(y—3)° =4

Si representamos la curva, la circunferencia osculadora, los centros de curvatura, observamos
esto:



6. (3 puntos) Considere la superficie dada por la parametrizacién

1 1
x(u,v) = (—5 cos(2u), gsen (2u), —v) . u,v € 0,2

Compruebe que la parametrizacién es regular y determine el area de la regién delimitada por las
curvas coordenadas ug = 0,u; = m,v9 =0y v; = 7.

Solucion: Calculamos las derivadas parciales:

x, = (sen (2u), cos(2u), 0),

x, = (0,0, —1).
Se tiene que
i j k
X, X X, = [sen (2u) cos(2u) 0 | = (—cos(2u),sen (2u),0) .
0 0 —1

La parametrizacién es regular ya que x, x x, # (0,0,0) Vu,v € [0, 27].

Determinemos los coeficientes de la primera forma fundamental:

E =x, - x, = cos?(2u) + sen*(2u) = 1,
F=x,-x,=0,

G=x, x%x,=1.
Entonces vV EG — F? = 1, por lo que

A:/ / VEG — F2dudv = 72,
o Jo
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Defina isometria.

Solucién: Es una transformacién afin de la forma f (x) = Ax + b, donde la matriz A es ortogonal,
es decir, AA" = 1.

2. (1 punto) Estudie si la curva a : [0,1] — R? definida por « (t) = (sent, t?) es regular. Determine sus
puntos multiples, si los tiene.

Solucion. Si lo es, porque su derivada
o' (t) = (cost, 2t)

no se anula par aningin valor de .

No tiene puntos multiples porque
a(t) = (sent,t*) = (sen t, (t’)Q) =at')=t="t+2kn,t =+t
y no se pueden cumplir las dos condiciones a la vez.

3. (1 punto) Determine la envolvente de la familia de circunferencias de radio 1 y centro en el eje OX,
dada por las ecuaciones paramétricas:

x (A, t) = (A + cost,sent).

Solucion.Esta en los apuntes. Tenemos:

ox ox
X (AN t) =(1,0), T (A, t) = (—sent, cost)
Entonces debe ser 9% 5
X 0xX 1 —sent
0 = det (5,5) —‘ 0 cost ‘—cost.
Esto implica
™ 3
t==, t=".
2 2

Entonces vamos a tener dos envolventes, y sus ecuaciones son:

e () :X<)\,E> = </\+cosg,seng) =(\1),

2
3 3 3
e(\)=x ()\, g) = ()\ + cos g,sen g) = (A, —1).
Son dos rectas, paralelas al eje = X, y de ecuaciéon y = 1,y = —1, como se aprecia en la figura:

6



4. (1 punto) Determine si la superficie dada por
x(u,v) = (senwu, cos(uv), tanv) wu,v € [0, 27|

tiene una parametrizacion regular.

Solucion: Calculamos las derivadas parciales:

x, = (cosu, —vsen (uv), 0),

x, = (0, —usen (uv), 1 + tan®v).
Entonces:

X, X X, = (cosu, —vsen (uv),0) x (0, —usen (uv), 1 + tan®v)

i j k
= |cosu —vsen (uv) 0
0  —usen(uv) 1+ tan?v

= (—wsen (uv)(1 + tan®v), — cosu(1 + tan®v), —usen (uv) cos u).

Por ejemplo, como en (ug,v9) = (5,0) se tiene que x, X x, = (0,0,0), la parametrizaciéon no es
regular.

EJERCICIOS
5. (3 puntos) Sea C la la curva dada por
x(t) = (e t* = 1,2t + 1)
para t € [—2,2].

a) Estudie si es una curva regular.
b) Determine el triedro de Frenet en x (0).

¢) Determine las ecuaciones del plano rectificante y de la recta binormal por x (0).
Solucioén:

a) Para que sea regular, sus componentes debe ser funciones diferenciables y lo son, y ademés debe
ser

x' (t) = (€', 2¢,2) # (0,0,0).

Pero como la tercera componente siempre es distinta de 0, entonces es una curva regular.

7



b) Tenemos:

x'(t) = (", 2t,2), x"(t) = (e ,2,0), x"(t) = (¢',0,0),
X,(O):(LO»Q)a X”():< ) m(t):(LOvO)'
El vector tangente unitario en x (0) es
£(0) = ———(1,0,2) = ———(1,0,2)
1(1,0,2)| * VIZ+22
1
=—(1,0,2).
\/5( )
Un vector con la misma direcciéon y sentido que el vector normal principal n es:
t 7 k
v=(x'(t) xx"(t)) xx'(t) = ((1,0,2) x (1,2,0)) x (1,0,2) = 1 0 2 |x(1,0,2)
1 20
7 7k
=(—4,2,2) x(1,0,2) =| =4 2 2 |=(4,10,-2).
1 0 2
Por lo tanto:
\% (4,10, -2) 1 1
n= = = (4,10, -2) = — (2,5, 1)
VI e 102 4 (22 2V30 V30
Por tanto, el vector binormal es
ok
1 1 | I R
b=txn= 1,0,2) x —(2,5,-1)=—=—=|1 0 2
10X 528 = o 1 0 2
11 1
=_—-——=(-10,5,5) = —=(—2,1,1
S5 ((10.5.5)= = (-2.1)

Entonces el triedro de Frenet es

1 1 1
{E(1,0,2),ﬁ(2,5,—1),%(—2,1,1)}.

c¢) El plano rectificante es el plano perpendicular a la recta normal, es decir, pasa por x (0) =
(1,—1,1) y es perpendicular al vector normal. es decir, los puntos (x,y, z) verifican

0= ((z,y,2) — (1,—1,1)) \/% (2,5, —1) <=

O=(r—-1l,y+1,2—1)-(2,5,-1) <=2 +5y—z+4=0.

La recta binormal pedida pasa por x (0) = (1,—1,1) y tiene la misma direccién que el vector
binormal \/Lg (—=2,1,1). Es decir, tiene por ecuacién

(x,y,2) = (1,-1,1) + A (=2,1,1).



6. (3 puntos) Sea el cilindro dado por
x (u,v) = (cosu,senu,v).
Determinense los vectores curvatura geodésica y curvatura normal en la la elipse dada por
x (t) = (cost,sent,cost + sent)

en el punto x (0) = (1,0, 1).
Solucién:

Primero determinamos los vectores tangentes y normal al cilindro. Tenemos

X, (u,v) = (—senwu, cosu,0),
X, (u,v) = (0,0,1).

El vector normal a la superficie es

Xy (u,v) X X, (u,v)

N —
) T G 0) 5 ()]

_ (=senwu,cosu,0) x (0,0,1)

~ |l(=senu, cosu, 0) x (0,0,1)]|

= (cosu,senu,0) .

Ahora estudiamos la curva.Para la elipse, tenemos:

x' (t) = (—sent,cost, —sent + cost), x' (0)
x" (t) = (—cost,—sent, —cost —sent), x"(0)

),

(0,1,1
1,0,—1).

(_

Sabemos que el vector v = (x' (0) x x” (0)) x x’' (0) tiene la misma direccién y sentido que el vector
normal (y, por tanto, que el vector curvatura) y que el médulo del vector curvatura es

_ @) xx" @]

H= e or

Entonces, el vector v es

- 7_171) X (07171)

(
= ((0,1,1) x (—=1,0,—1)) x (0,1,1)
(-1
(=2,1,-1).

El vector normal es

o (-2,1,-1) _LE o
n(O)_—||(_2’17_1>H =% (—2,1,-1).

Por otro lado, la curvatura es

%) x x" O] _ [[0,1,1) x (~1,0,~1)]
I ) 10,11
CCL-Ly) V3
oLy~ 2v2

k(t)




Entonces

Lo podemos escribir a partir de los vectores curvatura geodésica y curvatura normal, k (s) =k, (s)+
k, (s), que estdn en los planos tangnete a la superficie y en la recta normal. En (1,0, 1), tenemos

(1,0,1) =x(0,1),

x, (0,1) = (—sen 0, cos0,0) = (0, 1,0),
%, (0,1) = (0,0,1),

N (0,1) = (cos0,sen0,0) = (1,0,0).

Entonces, como una base del espacio tangente es (0,1,0), (0,0,1) y una base de la recta normal es
(1,0,0), tenemos que

1 —1
(—=2,1,-1) = 1 (0,1,-1) + > (1,0,0),

donde

k, (0) = i (0,1,-1), ky,(0)= _71 (1,0,0).

En la siguiente figura se representan el cilindro, la elipse, los vectores curvatura (en azul), curvatura
geodésica (en

Para determinar los vectores curvatura geodésica y curvatura normal no hemos parametrizado la
curva por la longitud del arco, porque obtenemos una integral eliptica, que no tiene solucion a partir
de funciones elementales.
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PREGUNTAS CORTAS
1. (1 punto) Sea f : R* — R? la funcién definida por
fla,y) = (lz| +y,e7).

Estudie si la funcién f tiene derivadas parciales en el punto (0,0) y determinelas en caso de que existan.

Solucién: Tenemos que f tiene dos componentes y podemos escribir

f(xay) = (fl (I’,y) 'f2 (l’,y)),

donde cada f; : R? — R. Tenemos que determinar todas las derivadas parciales D, f; para i, j = 1,2. Como
el valor abosluto no es derivable, para f; tenemos

Dy£1(0.0) = 1im 21D = 100 1 =0

t—0 t t—0 t
t) — t—

D,£1(0,0) = i 2O OO0y 120
t—0 t t—>0 t

La primera de estas derivadas parciales no existe.

Para f5 tenemos:
-le2 (xay) :yexya D1f2(070) :07
D2f2 (‘Tay) :xexyv D2f2(070) =0

2. Sea la curva definida por
x (t) = (cost,e't?)

si x : R — R?. Estudie en qué puntos es regular.

Solucion. No es regular en todos los puntos, porque su derivada es:
x' (t) = (—sent, e't> + 2te')..
Tenemos que sent = 0 si y sélosit =kmy
x' (k) = (—senkm, e (km)® + 2kme*™) = (0, kme"™ (kr +2)).

Cuando k = 0, entonces
x' (km) =0

Para k # 0, tenemos
x' (km) = (0, kme"™ (km + 2)) # (0,0).



3. (1 punto) Sea C' la semicircunferencia centrada en (0,0) y de radio r, definida por la ecuacién, para
t € [0, ], por
x (t) = (rcost,rsent) .

Determine su longitud de arco entre 0y ¢y € (0,7/3).

Solucién: Tenemos que
x' (t) = (—rsent,rcost),

lo que implica que

Ix" ()| = \/(—rsen t)? + (rcost)’ =r.

to to
L=/|M@mﬁ=/7w:ﬁ@:ﬁ@
0 0

{x (N D) ey

una familia de curvas dadas en ecuaciones paramétricas, donde para cada A\ tenemos una curva regular.
Defina su envolvente.

Entonces

4. (1 punto) Sea, para t € R,

Solucion: pagina 23 de los apuntes del tema 2. Es una curva que es en cada punto tangente a alguna
curva de la familia y ademas, no esta incluida en la familia de curvas.

EJERCICIOS

5. (3 puntos) Sea C' la curva de Bézier cuyo poligono de control es (0,1, 1), (1,0,0), (0,—1,0).

a) Escribase su ecuacion x (t), para ¢ € [0, 1].
b) Determine el triedro de Frenet de esta curva en el punto x (0).

¢) Determine la ecuacién del plano rectificante en el punto x (0)

Nota: cada apartado puntia 1 punto.

Solucion:

a) El poligono de control es
bo = (0,1,1), by = (1,0,0), by = (0, —1,0).

Entonces la curva de Bézier cumple

2
=Y bB} (1)
i=0
para los polinomios de Bernstein

Bmw:(?)ﬂu—QWZBﬂ@:(f)ﬂu—w%

Entonces la curva de Bézier es

x(t) = (0,1,1)B () + (1,0,0)B? (t) + (0, —1,0)B; (

:4QLU<3)#Q—Q 100< )Hl—t O—Lm(§>ﬁa—o°
= (0,1,1)t° (1 —1)* + (1,0,0)2t (1 — )" + (0, —1,0)£* (1 — )"

:(%¢4+1%—ﬂ+0%+1)4—ﬁ+U)-

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es



e
o
T T T 1

y se ha hecho con la sentencia
wxdraw3d (parametric(2*t*(1-t),-t"2+(1-t)"2, (1-t)"2,t,0,1),point type=filled circle,
point_size=2, color=cyan,points([0,1,1],[1,0,0],[0,-1,0]),view=[74,32]);

b) Para esta curva, x (t) = (2t (—t + 1), —t* + (—t + 1%, (—t+ 1)2) y tenemos:
0 9 2 2
g (2t (—t+1), ="+ (=t +1)", (=t + 1))
X (t) = (-4t +2,-2,2t — 2),
x" (t) = (—4,0,2),
x' (0) = (2,-2,-2), x"(0)=(-4,0,2),
I (0)]] = /22 + (—2)* + (~2)? = 2v5,
: L
x' (0) xx"(0)=| 2 ]—2 -2 | =(-4,4,8),
-4 0 2

I (0) x X" () = \/(=4)* + 42 + 8 = 46

Con estos valores, sabemos que el vector
v=(x'(0) x x"(0)) xx'(0) =((2,-2,-2) x (—4,0,2)) x (2,—2,-2)
. J  k
=(—-4,4,-8) x(2,-2,-2)=| -4 4 =8
2 =2 =2
=(—24,-24,0) = —24(1,1,0)

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal principal n. Por lo tanto,

n = 24( ! O) = i(—1,—1,0).

‘VH 24\/ +02 V2

El vector tangente unitario a la curva en x (0) es

o X0 _(2-2-2) L 11).

1
WOl~ =5 B




Por tanto, el vector binormal es

1 1
b=txn=—(1,-1,-1) x —(—-1,-1,0) =
5 (1=1,-1) x —=(~1,-1,0)
Al g Sy x(e1,-1,0)
- 3 6 ) ) ) )
1

Entonces el triedro de Frenet es

1 1 1
{% (1. =1,-1), % (-1, =1,0), = (-1 1, —23)} .

c¢) El plano rectificante es el plano perpendicular a la recta normal, es decir, pasa por x (0) = (0,1,1) y
es perpendicular al vector normal. Es decir, los puntos (z, vy, z) verifican

0= ((z,y,2) —(0,1,1)) - % (1,-1,-1) <=

O=(z,y—1,2—-1)-(1,-1,-) <= z—y—2+2=0.
6. Sea S la parte de la esfera de centro (0,0,0) y radio 1 parametrizada por
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen fsen ¢, cos @) ,
para 6 € [0,27],¢ € [0, 7].

a) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental.

b
c
d

Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental.

Determine el drea de la region delimitada por las curvas coordenadas ¢g = 0,41 = 5y 0p = 0,6,

I
VB

)
)
)
) A partir del valor anterior, razone y deduzca cuél es el drea de la esfera.
Solucion.

a) Como
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen fsen ¢, cos @) .

tenemos:

xg (8, ¢) = (—senfsen ¢, cos fsen ¢, 0) ,
Xy (0, ¢) = (cos b cos ¢, sen b cos ¢, —sen ¢) .

Entonces

E = xy - x9 = (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0) - (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0) = sen ¢,
F =xy-x, = (—senfsen ¢, cos fsen ¢, 0) - (cos b cos ¢, sen § cos ¢, —sen ¢) = 0,

G =Xy - x4 = (cosf cos ¢, sen b cos ¢, —sen ¢) - (cos 0 cos ¢, sen § cos ¢, —sen ¢) = 1.

b) En un punto x (0, ¢) tenemos

Xgp = (— cosfsen ¢, —senfsen ¢, 0) , xp4 = (—send cos ¢, cos d cos ¢, 0) ,

Xpp = (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) .



Tenemos que calcular el vector normal n. El vector

Xg X X4 = (—senfsen ¢, cos fsen ¢, 0) x (cos b cos ¢, sen d cos ¢, —sen ¢)

= (— cos fsen 2¢), —sen fsen 2, — cos psen gb) ,

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal a la superficie. Ademaés:

%0 X x4|| = \/(— cos fsen 2¢)* 4 (—sen Bsen 2¢)° + (— cos ¢sen @)

= sen ¢.
Por eso:
Xp X X 1
N=_° o _ (— cos fsen 2¢), —sen fsen 2, — cos ¢sen gb)
[xg x x4 sen¢

= (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) .
Ya podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e =N - xg9 = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, 0)

= sen2¢

f=N-xgs = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (—sen b cos ¢, cos 8 cos ¢, 0)
= O’

g =N x4, = (—cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @)
=1.

c) Para determinar el drea, calculamos primero:

VEG — F? = \/sen2¢ = sen ¢,

Entonces, el area es:

01 o1
A= / / VEG — F2ddo
0o J o

/2 / sen ¢pdodf — / —cos¢|¢ df
0 0 0
2

/ (— cosg + COSO) do
0

d) La regiéon que hemos considerado es }l de la semiesfera superior, es decir, es % del area de la esfera.
Entonces el area de la esfera es:
8A = 4m.

2 ™ 2w
A= / / sen ¢pdodd = / — cos @y db
0 0 0
27

2m
:/ (—cosw—i—cosO)dQ:Q/ do
0 0

= 202" = 4r.

Podiamos haber hecho:
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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Se tiene la funcién f : [0,00) x [0,00) — R definida por f(z,y) = 2° — y® — 1. ;Se puede
expresar la variable x en funcion de y?

Solucién: Si consideramos la ecuacion
flry)=2" -y —1=0,
vemos que a variable x se puede expresar en funcién de la variable y como
o= YT
Se puede hacer esto, porque el radicando siempre es mayor que 0.

2. (1 punto) Calcule el dngulo que forman los vectores tangentes a la curva x(t) = (e, % 3t — 1) con el
vector (0,1, —1).

3. (1 punto) Sea (' la curva definida por las ecuaciones

x (t) = (1%, cost, t* — 2t* 4 2) .

Determine la funcién curvatura y el radio de curvatura en x (0) = (0,0,0).
4. Solucién: La curva no es regular en (0,0,0) y ademas x (0) # (0,0,0).

5. (1 punto) Escriba las ecuaciones de Frenet para curvas en el espacio.
EJERCICIOS

6. (3 puntOS) Sea la curva regular dada por las ecuaciones paramétricas
x(t) =t*cost, y(t)=tsen’t.

a) Determine sus puntos miltiples, si existen.
b) Determine el vector tangente y el vector normal en un punto (zg, yo)-

¢) Determine la curvatura en un punto (xg, yo).

7. (3 puntOS) Sea S la superficie dada por la parametrizacion

x (u,v) = (u2 —v? U+ 02,1))

en D = (0,2) x (0,2).



a) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental.

b) Clasifique sus puntos.

a) Solucién. La aplicacién x (u,v) = (u? — v? u? + v% u) es una parametrizacién de la superficie en un
entorno de cada uno de sus puntos en D C R% Comenzamos determinando las derivadas parciales
de x (u,v):

x, (u,v) = (2u, 2u,0),
X, (u,v) = (—2v,20,1).

Los coeficientes e, f y g de la segunda forma fundamental se determinan a partir del vector normal

unitario n y las derivadas segundas de x. Empezamos con el vector normal normal unitario n. Sabemos
que el vector

ik
Xy XXy = | 2u  2u 3u | = (2u, —2u,8uv) = 2u (1, —1,4v)
—2v 2v 1

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal. Entonces: .

I 3l = /(=200 (12 4 12 4 (—4u)®) = 20v2 1 162,

N o X XX,  —2v(1,1,—4u)
|y X X, || 20v/2 + 16u?
1
BV RS T AR

—1 —1 U
= , 4 :
(%2 +16u? V2 + 16u® V2 + 16u2)
Calculamos ahora las derivadas segundas:

Xuu = (27 2a 0)7
Xy = <_27270)7
Xy = (0,0,0).
Entonces los coeficientes son:
1
e=N-x,,= ——(—1,-1,4u) - (2,2,0
V2 + 16u? ( ) )
— (22 =
V2 + 16u2 V2 + 16u2’
1
=N-x,,= ——=(-1,—1,4u) - (0,0,0) =0,
/ 2 + 16u? ( ) )
1
=N-x,,= ——(—-1,—-1,4u) - (—2,2,0
g 2 + 16u? ( ) )
1
B ST AR A
b) Ya podemos clasificar los puntos:
4
eg— f*=— 0—0%=0.

V211602

Como e # 0 pero eg — f2 = 0, todos los puntos son parabélicos, por lo que es parabdlico.

c¢) La superficie se representa en la siguiente gréfica:



ETS de

Ingenieros
Industriales

E.T.S. INGENIEROS INDUSTRIALES. U.N.E.D.
MASTER EN INGENIERIA INDUSTRIAL
COMPLEMENTOS MATEMATICOS PARA LA INGENIERIA INDUSTRIAL
Cédigo: 28806127. Septiembre 2016. Modelo A

PREGUNTAS CORTAS
1. (1 PUNTO) Sea f : R? — R? la funcién definida como

flzy) = (x—y? 2% —y).

i Tiene inversa local diferenciable en un entorno de (0,1)?

Solucién: Comprobamos que cumple las condiciones del teorema de la funcién inversa en (0,1). Como
cada una de las componentes son infinitamente derivables, f es una funcién de clase infinito. El determi-
nante de la matriz jacobiana en un punto (z,y) es

det ' (x,y) = ’ ;x :?y ‘ =—1—(—2y) 2z =4xy — 1.

Podemos asegurar, por el teorema de la funcién inversa, que f tiene inversa local en un entorno de cada
punto en donde este determinante es distinto de 0. Como en (0, 1) es distinto de 0, podemos afirmar que
f tiene inversa local diferenciable en un entorno de (0, 1).

2. (1 PUNTO) Sea C' la curva dada por la interseccién de las superficies z = 22 + y, 2 — 2 = 2. Determine la
ecuacién de su plano osculador en el punto (4,0, 2).

Solucién: Es una curva plana (estd contenida en el plano = — z = —2), y por eso, su plano osculador es
este mismo plano: x — z = 2.

3. (1 PUNTO) Sea C una curva parametrizada por la longitud de arco y ecuacién dada por x = x(s) =
x (u(s),v(s)), que estd contenida en una superficie. Sea k (s) el vector curvatura de la curva. Defina, a
partir de él, vector curvatura normal k,, (s) y vector curvatura geodésica k, (s).

Solucién: Podemos descomponer el vector curvatura k (s) como suma de dos vectores, uno tangente a la
superficie (contenido en el espacio tangente a la superficie en cada punto) y otro perpendicular a ella, o
que estd en la recta normal a la superficie. El vector contenido en el espacio tangente es el vector curvatura
geodésica k, (s) y el vector contenido en la recta normal es el vector curvatura normal k, (s).

4. (1 PUNTO) Considere el toro dado por la siguiente ecuacién paramétrica.
x(u,v) = ((cosu + 2) cosv, (cosu + 2)sen v, sen u).

Clasificar el punto (2,0,1) =x (3,0).

Solucion: Determinamos los vectores

Xy (U, v) = (—senu cos v, —sen usen v, cos u) x, (%,0) = (—1,0,0);
X, (u,v) = (—(cosu + 2)sen v, (cosu + 2) cosv,0), x, (g (



i gk

Entonces x, (3,0) X x, (3,0) = (-1 0 0| =(0,0,—2) y, por tanto, N (,0) = (0,0, —1) es normal a la
0 20
superficie en (2,0, 1).
Xyu (U, v) = (— cosu cosv, — cos usen v, —senu) , Xuu (g, 0) (0,0,—1);
Xuw(u,v) = (senusen v, —senu cos v, 0) , Xuw (g, 0) (0,—1,0);
Xou (U, v) = (—(cosu + 2) cosv, —(cosu + 2)senv,0), Xy (5,0) = (—2,0,0)
Entonces,
e =Xy, (3,0) - N (3,0) =(0,0,—1) - (0,0,—1) = 1;
f=%uw(%,0)- N (%,0) = (0,-1,0) - (0,0, —1) = 0;
g = Xy (%70) - N (%70) = (_27070) ’ (0707 _1> = 0.
Asi,
eqg— f2=0.
Por tanto, el punto (2,0, 1) es parabdlico en el toro dado.
EJERCICIOS

. (3 PUNTOS) Sea C' la curva dada por la ecuacién paramétrica:
x(t) = 2¢'(cost,sent),
para t € R. Es una espiral logaritmica.

(a) Obtenga la longitud de arco partiendo de t = 0.
(b) Parametricese por la longitud de arco.

(c) Obténgase la curvatura en el punto x (0).

Nota: Cada apartado vale 1 punto.

Solucion:

(a) La grafica de la funcién es
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Se ha representado en Maxima con la sentencias: wxplot2d ([[’parametric, 2*exp(t)*cos(t),2%exp
[t, -10, 2x%pil, [nticks, 300]11)$

Sabemos que la longitud de arco es:

s(t) = /t 1% (¢)|| dt = /t 2¢v/1+ 1dt = 2v/2¢* ;
= 23/§€t —2V2. O
(b) A partir de esta expresién, podemos aprametrizar por la longitud de arco. Tenemos:
s = 2v/2e! — 2v/2.

Tenemos el cambio de variable que debemos aplicar:

22l = s+ 22 —s et = > 41

2v2
5
= t=In|{——=+1].
(Nﬁ )
Asi, la espiral logaritmica parametrizada por la longitud de arco es
x(s) =x(t(s)) = 2@111(2%/5“) (cos <ln (i + 1)) , sen (ln (i + 1)))
2v/2 22
5 5 5
=2——=+1)(cos{In| —F4=+1 ssen | In | —= +1 .
() (o= (5 e1)) o (5 1))
(¢) Como la curva estd parametrizada por la longitud de arco, entonces el vector curvatura es x” (s) y

la curvatura es su modulo.

Para esta curva, tenemos:
, 1 1 1 1
x' (s) =2 Z\/Ecos In Zﬁs +1) ) — Z\/ésen In Z\/és +1]) ],

i 2 cos (m (}1\68 + 1)) + i\@sen (m (i\/ﬁs + 1))) ,
)2 <_lcos (In(1v3s +1))  1sen (In(1v2s + 1))

8 Z—i\/is%—l 8 i\/§3+ 1 ’
1 cos (ln (%l\/ﬁs + 1)) _ lsen (ln (411\/55 + 1))
8 IV2s+1 8 WV2s+1 '

Nos pide la curvatura en s = 0, por lo que tenemos:
11 11
" 0 :2 _ - = — _ - =
X" (0) ( 8,8) ( 4,4),
1\* /1) 1
"0)| = —— -] =-V2.
I (0)] \/( ) (7)) =3

Vemos que estos cdalculos son laboriosos. Podiamos haber partido de la expresién de la curva no
parametrizada por la longirtud de arco, y aplicar

dx [ d*x 1
k(t)=det | —, :
Q (dt (dt?)) |dx/dt|®




En esta curva, es

x'(t) = 2¢'(cost — sent,sent + cost), x'(0)=(2,2),
( =

X (0)]] = V38,
x" (t) = (—4e'sent, e’ cost) , x”(0) = (0,4)
dx [ d*x 1
k(t) =det | —,
0= (5 ()) foar
2oL 1
2484

6. (3 PUNTOS) Sea C la curva de Bézier cuyo poligono de control es (0,1,1), (1,2,0), (1,0,2), (0,—1,2).

(a) Escribase su ecuacién x (t), para t € [0, 1].

(b) Determine la curvatura en el punto correspondiente a ¢t = 1 partiendo de esta parametrizacién de la
curva.

(c) Determine la recta normal principal en el punto correspondiente a ¢t = 1 partiendo de esta parame-
trizacion de la curva.

Nota: Cada apartado vale 1 punto.

Solucion:

(a) El poligono es
by = (0,1,1), by = (1,2,0), by = (1,0,2), bg = (0,—1,2).

Entonces la curva de Bézier cumple

x(t) =3 _biBl (1),

para los polinomios de Bernstein

Entonces la curva de Bézier es

x(t) = (0,1,1)Bg (t) + (1,2,0) B} (t) + (1,0,2) B3 (t) + (0, —1,2) B (t)
—(0,1,1) ( g )to(l—t)3+(1,2,0) ( ’ )tl(l—t)2+(1,0,2) ( , )t?@-t)
+(0,-1,2) ( g )t3(1—t)°
=(0,1,1) (1 —8)* +3(1,2,0)t (1 — t)* + 3(1,0,2)t> (1 — t) + (0, —1,2) 3
= (3t (=t + 12+ 32 (—t+ 1), 3+ (=t +1)° + 6t (—t + 1)°, 263 + (=t + 1) + 62 (—t + 1))
= (3t —3t%,4¢> = 9t* + 3t + 1, —5t° + 9t* — 3t + 1) .

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es



y se ha hecho con la sentencia wxdraw3d (parametric (3%t-3*t~2,4%t " 3-9%t " 2+3*t+1,-5xt"3+9%t "2
t,0,1), point_type=filled circle, point_size=2, color=cyan,points(control),view=[40,2

(b) Para determinar la curvatura k (¢) partimos de:
R IUEE0T)
I’ (21
Para esta curva, x (t) = (3t — 3t%,4¢> — 9t + 3t + 1, —5¢3 + 9t* — 3t + 1) y tenemos:

(t) = (=6t + 3, —18t + 12t* + 3,18t — 15t> — 3) ,
x" (t) = (—6,24t — 18, —30t + 18),
x' (1) = (-3,-3,0), x"(1)=(-6,6,—12),
X' (1)) = V32 + 32+ 0% = 3V2,
i j ok
x' (1) xx"(1)=| -3 =3 0 | =(36,-36,—36),
—6 6 —12

I/ (1) % (1)]] = /362 + (~36)? + (~36)? = 36V/3.

/

Entonces

36\/_
k(1) = _ LA

(c) El vector normal principal tiene la misma direccién y sentido que

(x' (1) x x" (1)) x x'(1).

En este caso, es

(x' (1) x x” (1)) x ¥’ (1) = (36, —36, —36) x (—3,—3,0) = (—108, 108, —216)
=108(—1,1,-2).

Por tanto, la recta normal en x (1) es la recta que pasa por x (1) = (0,1,2) = by y tiene por vector

director a (—1,—1,—2):
a(N) =(0,-1,2) + A(=1,1,-2).
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